Der Bernstein-Vazirani-Algorithmus — aus der
Informatikperspektive

Einleitung

Stell dir vor, du bist in einer Spielhalle und entdeckst einen geheimnisvollen Spielautomaten. So funktioniert er:
Du hast drei Miinzen — einige 10-Cent-Miinzen und einige 20-Cent-Miinzen. Der Automat erlaubt dir, diese
Minzen in verschiedenen Kombinationen einzuwerfen. Als Ergebnis bekommst du entweder nichts oder genau
1 Euro. Dein Ziel ist es, die exakte versteckte Kombination aus 10-Cent- und 20-Cent-Miinzen herauszufinden, die
den Dollar-Jackpot auslost.

Dieses Spiel ist eine anschauliche Analogie fir den Bernstein-Vazirani-Algorithmus, der ein dhnliches Problem 16st
—allerdings mit einem Quanten-Algorithmus! So wie der Spielautomat eine versteckte Regel besitzt, die von deiner
Miinzkombination abhangt, geht es bei diesem Algorithmus darum, ein geheimes Muster (eine versteckte Folge
aus 0 und 1) zu entdecken, das das Verhalten einer Funktion bestimmt. Die Herausforderung besteht darin, dies

moglichst effizient zu tun.
Spielregeln:

1. Die Schilerinnen und Schiiler erhalten drei Miinzen, dargestellt als Bits (O fiir die 10-Cent-Miinze und 1
fir die 25-Cent-Miinze)

2. Der Spielautomat (Lehrkraft) kennt die geheime Kombination (versteckte Bitfolge) und tiberprift die
eingegebene Kombination. Er gibt zurilick: 0 - kein Gewinn oder 1 - Gewinn (1 Euro).

3. Ziel: Die Schilerinnen und Schiler sollen die versteckte Regel (Bitfolge) herausfinden.

Mathematische Beschreibung des Problems

Stell dir vor, du hast eine Blackbox, die durch eine Funktion f, definiert wird. Die Eingabe in die Box (bzw. in die
Funktion) ist eine Binarzahl mit n Bits. Die Ausgabe ist entweder 0 oder 1. Die Funktion f, wird (iber eine
festgelegte geheime Bindrzahl a = (a4, a,, ..., a,) definiert, wobei jedes a; 0 oder 1 ist.

Um die Ausgabe f, (x) zu berechnen, machen wir die folgenden Schritte?:

- Die Eingabe besteht aus n Bits x = (x4, X5,...,X,), wobei x; jeweils 0 oder 1 ist.
- Multipliziere jedes Eingabebit mit dem entsprechenden Bitausa: a; - x; + a, - x, + ...+ a, - x,

- Uberpriife das Ergebnis der Summe:
» Falls die Summe gerade ist, gibt die Funktion O zurtick.
> Falls die Summe ungerade ist, gibt die Funktion 1 zurick.
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Aufgabe 1

Berechne die Ausgaben f,(x) fira =

(1,0,1) (also n = 3) anhand der Tabelle:

Input x

a-x=a;-x;+ a; -x,+ as-xs

ungerade

gerade

Output f, (x)

(0,0,0)

1-0+0-0+1-0=0

0

(0,0,1)

1-0+0-0+1-1=1

(0,1,0)

(1,0,0)

(0,1,1)

(1,0,1)

(1,1,0)

(1,1,1)

Analysiere die Ergebnisse: Wie viele und welche Kombinationen aus 10-Cent- und 20-Cent-Miinzen fiihren zu

einem Gewinn von 1 Euro? Merke dir, wie die Ausgaben vom versteckten Muster a abhangen. Dieses Muster ist

der Schliissel zum Verstandnis des Funktionsverhaltens.
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Aufgabe 2:

Nun betrachten wir das eigentliche Problem: Bestimme die versteckte Bitfolge a=(a1,az,as) einer Funktion
fa(x1,X2,x3) aus der folgenden Tabelle.

X1 X2 X3 fa(x1,%2,X3)
0 0 0 0
1 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 1
1 1 0 1
1 0 1 0
0 1 1 1
1 1 1 0

Uberlege dir die effizienteste Strategie, um a=(a1,a,a3) zu bestimmen:

Wie viele Abfragen benétigst du?

Welche Eingabewerte (x1,X2,x3) solltest du nutzen, um a=(aj,a,a3) am effizientesten zu bestimmen?
Wie lautet die geheime Bindrzahl a?
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Simulation mit dem IBM Quantum Composer

1. Erster Ansatz: Klassische Losung zum Finden der geheimen Zeichenkette
Offne die Seite https://quantum.ibm.com/composer/files/new
Die folgende Schaltung implementiert eine bestimmte Bitfolge, die wir herausfinden méchten.

°

Beispiel: Eingabe x1=(1,0,0).
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e Die Eingabewerte x1,x2,x3 entsprechen den Werten der drei ersten Qubits q[0],q[1],q[2].
e Das Ergebnis der Funktion ist der output von Qubit q[3].

e Alle Qubits haben den Startwert 0. Um von 0 zu 1 zu wechseln, wende @ auf das entsprechende Qubit
an.

e Die Messung o des letzten Qubits q[3] ergibt das Ergebnis f(x1,x2,X3).

‘0
v

Der gemessene Wert (in diesem Fall 1) kann im Wahrscheinlichkeitsdiagramm der Simulation abgelesen werden:

Probabilities

100

Probability (% of 1024 shots)

1
Computational basis states
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https://quantum.ibm.com/composer/files/new

Aufgabe 3: Baue die obige Schaltung nach und verwende den Quantum Composer, um die Tabelle zu
vervollstandigen:

X1,X2,X2 0,0,0 1,0,0 0,1,0 0,0,1 1,1,0 1,0,1 0,11 1,1,1

f(Xl,Xz,Xz) 1

Bestimme die geheime Zeichenkette aus deiner Tabelle.

2. Der Bernstein-Vazirani-Algorithmus

Der Bernstein-Vazirani-Algorithmus ist ein Quanten-Algorithmus, der den untenstehenden Schaltkreis
verwendet. Die Funktion wird, wie im klassischen Fall, mit zwei CNOT-Gates implementiert. Die versteckte
Bitfolge erhalt man nach der Messung der ersten drei Qubits. Wie beim Deutsch-Algorithmus erzeugen die
anfanglichen Hadamard-Gates eine Superposition aller moglichen Eingabewerte.
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Baue den Schaltkreis im Quantum Composer nach und bestatige:
Die Simulation liefert dieselbe Bitfolge wie in Aufgabe 3.

Beachte: Klassisch waren drei Abfragen notwendig, wahrend der Quanten-Algorithmus nur eine Abfrage
bendotigt.

Um besser zu verstehen, wie der Quanten-Algorithmus das Problem |6st, betrachten wir ein Beispiel mit nur
zwei Bits f(x1,X2). Wir kdnnen die Zustandsentwicklung dann einfach mit einer Tabellenkalkulation
nachvollziehen.
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Aufgabe 4:

Baue die folgende Schaltung Gate fiir Gate nach und erginze parallel die Tabelle in einem
Tabellenkalkulationsprogramm Schritt fir Schritt.

Uberpriife nach jedem Schritt: Stimmt deine Berechnung in der Tabelle mit der Simulation im Composer
Uberein?

q[0] . e
ql1] . A
. omeé

c2

&4---------

Hinweise zur Hilfe

- Verwende die Ket-Notation, wobei in der Tabelle der Normierungsfaktor weggelassen wird.

- Zunéchst sind alle Qubits in Zustand |0): |q0)191)192) = 190, 91, 92) = |0,0,0).

- Das @-Gate wird auf |g,) ausgefiihrt und dndert den Gesamtzustand zu |0,0,1), was in der Tabelle
folgendermalien notiert wird:

qo 0
q1l 0
q2 | x 1

- Das Hadamard auf |q,) erzeugt eine Superposition —= (|0) + |1)). Der Gesamtzustand ist daher

+ = + Ohne den Normalisierungsfaktor — ergibt sich in der Tabelle
\F(O) 1))0)1)W(001) 1,0,1)). Ohne d li fak ibt sichind bell

dann:

\/_

q1 0 0] o0

q2 | x 1 X 1 1
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Beantworte anschlieBend folgende Fragen:

a) Welche Bedeutung haben die beiden Hadamard-Gates am Anfang?

b) Warum befindet sich am Anfang ein @-Gate auf dem Ausgabe-Qubit q[2]? Was wiirde passieren, wenn
dieses Gate fehlen wiirde?

¢) Welche Funktion haben die letzten beiden Hadamard-Gates?

d) Welche Bitfolge (a1,a;) ergibt sich aus der Messung?
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